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 Integral Integer where 
   div x y 
       = case y == 0 of 
              False => prim__div_Integer x y 
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• Aritmeetiliste avaldiste väärtustamine (koos jagamise ja eranditega)

eval2 : Expr -> Option Int

• Osaliste väärtuste andmetüüp (isomorfne Maybe andmetüübiga standardteegis)

data Option a = None 
              | Some a

...

eval2 (e1 :/: e2) =  
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                 None    => None 
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                            then None  
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• Väärtuse tagastamine ilma erandit tõstatamata

oReturn : a -> Option a 
oReturn x = Some x

• Eranditega arvutuste järjestikku jooksutamine

oBind : Option a -> (a -> Option b) -> Option b 

oBind comp f = case comp of 
                 None   => None 
                 Some x => f x

• Vajadusel erandi tõstatamine

oThrow : Option a 
oThrow = None
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eval3 : Expr -> Option Int 

eval3 (Num i) = oReturn i 

eval3 (e1 :+: e2) = eval3 e1 `oBind` \ v1 =>  
                    eval3 e2 `oBind` \ v2 =>  
                    oReturn (v1 + v2) 

eval3 (e1 :-: e2) = eval3 e1 `oBind` \ v1 =>  
                    eval3 e2 `oBind` \ v2 =>  
                    oReturn (v1 - v2) 

eval3 (e1 :*: e2) = eval3 e1 `oBind` \ v1 =>  
                    eval3 e2 `oBind` \ v2 =>  
                    oReturn (v1 * v2) 

eval3 (e1 :/: e2) = eval3 e1 `oBind` \ v1 =>  
                    eval3 e2 `oBind` \ v2 =>  
                    if v2 == 0 then oThrow else oReturn (v1 `div` v2) 
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• Option tüüp kirjeldab potentsiaalselt erandeid tõstatavaid arvutusi 
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• Monaadid kirjeldavad üldisemalt arvutusi 

• kus saab väärtusi tagastada 

• mida saab järjestikku käivitada 

• kus võib saada käivitada spetsiifilisi operatsioone
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• Monaadid üldiselt (Idrise tüübiklassina)

interface Monaad (0 m : Type -> Type) where 
  return : a -> m a 
  bind   : m a -> (a -> m b) -> m b                      (>>=, do-notatsioon)
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• + võrduslikud seadused returni ja bindi kohta, mida FP keeltes tihti ei kontrollita 
• bind (return x) f = f x 

• bind c (\ x => return x) = c 

• bind (bind c f) g = bind c (\ x => bind (f x) g)

• Option monaad eranditega programmeerimiseks
Monaad Option where 
  return = oReturn 
  bind   = oBind
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  (<*>) : f (a -> b) -> f a -> f b 

interface Applicative m => Monad m where 
  (>>=) : m a -> (a -> m b) -> m b

• Niimoodi mitmekihiliselt monaadide konstrueerimine on tihti liiga kohmakas!

• Selle aine näidetes ja ülesannetes defineerime monaadid oma tüübiklassi abil
Monaad m => Functor m     where ... 
Monaad m => Applicative m where ... 
Monaad m => Monad m       where ...

sisseehitatud monaadide tüübiklass

interface Monaad (0 m : Type -> Type) where 
  return : a -> m a 
  bind   : m a -> (a -> m b) -> m b
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• Kuna  

• näitasime, et Option on Monaad 

• iga Monaad on Monad 

• iga Monad'i puhul saame  
kasutada do-notatsiooni! 

• täpselt nagu IO programmides
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eval4 : Expr -> Option Int 

eval4 (Num i) = return i 

eval4 (e1 :+: e2) = do 
  v1 <- eval4 e1 
  v2 <- eval4 e2 
  return (v1 + v2) 

eval4 (e1 :-: e2) = do 
  v1 <- eval4 e1 
  v2 <- eval4 e2 
  return (v1 - v2) 

eval4 (e1 :*: e2) = do 
  v1 <- eval4 e1 
  v2 <- eval4 e2 
  return (v1 * v2) 

eval4 (e1 :/: e2) = do 
  v1 <- eval4 e1 
  v2 <- eval4 e2 
  if v2 == 0 then throw else return (v1 `div` v2)

• Kuna  

• näitasime, et Option on Monaad 

• iga Monaad on Monad 

• iga Monad'i puhul saame  
kasutada do-notatsiooni! 

• täpselt nagu IO programmides
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  return (!(eval5 e1) - !(eval5 e2)) 

eval5 (e1 :*: e2) =  
  return (!(eval5 e1) * !(eval5 e2)) 

eval5 (e1 :/: e2) =  
  if !(eval5 e2) == 0 then throw else return (!(eval5 e1) `div` !(eval5 e2))
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eval5 (e1 :*: e2) =  
  return (!(eval5 e1) * !(eval5 e2)) 

eval5 (e1 :/: e2) =  
  if !(eval5 e2) == 0 then throw else return (!(eval5 e1) `div` !(eval5 e2))

• Kuna  

• näitasime, et Option on Monaad 

• iga Monaad on Monad 

• iga Monad'i puhul saame  
kasutada ka !-notatsiooni

• !-notatsioon: kui defineerime arvutust f : m a, kus m on Monad, siis 

• kui g : m b, siis !g : b (aga ainult monaadilise arvutuse sees, st., m'i all) 

• taustal teisendatakse ! kasutamised do-notatsiooniga järjestatud arvutusteks
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• Saame modelleerida ka Java/Pythoni-stiilis erandite töötlemist

tryCatch : Option a -> Option a -> Option a 

tryCatch comp excHandler = case comp of  
                             None   => excHandler 
                             Some x => return x
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tryCatch : Option a -> Option a -> Option a 

tryCatch comp excHandler = case comp of  
                             None   => excHandler 
                             Some x => return x

exp4 : Expr 
exp4 = Num 4 :*: Num 3 :/: (Num 2 :-: Num 2) 

Loeng14b> eval2 exp4            
None 

Loeng14b> tryCatch (eval2 exp4) (return 42) 
Some 42

• Näiteks

Option on erijuht rohkemate eranditega monaadist 

data Exc e a = MkExc (Either e a) 

eReturn : a -> Exc e a 
eReturn x = MkExc (Right x) 

eBind : Exc e a -> (a -> Exc e b) -> Exc e b 
eBind comp f = case comp of 
                 MkExc (Left e)  => MkExc (Left e) 
                 MkExc (Right x) => f x
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• Vaatame jälle ilma jagamiseta (ilma eranditeta) aritmeetilisi avaldisi

infixl 10 :+:, :-:  
infixl 11 :*: 

data Expr = Num Int 
          | (:+:) Expr Expr 
          | (:-:) Expr Expr 
          | (:*:) Expr Expr 
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• Vaatame jälle ilma jagamiseta (ilma eranditeta) aritmeetilisi avaldisi
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infixl 10 :+:, :-:  
infixl 11 :*: 

data Expr = Num Int 
          | (:+:) Expr Expr 
          | (:-:) Expr Expr 
          | (:*:) Expr Expr 

• Näitame, et selline väärtustamine on ka näide monaadilistest arvutustest!
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• Aritmeetiliste avaldiste väärtustamine (instrumenteeritult)
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eval1 : Expr -> (Int,Counter)
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eval1 (e1 :*: e2) = case eval1 e1 of 
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                                   (v2,c2) => (v1 * v2 , c1 + c2 + 1)
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exp1 : Expr 
exp1 = Num 1 :+: Num 2 

exp2 : Expr 
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Loeng14c> eval1 exp2 
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• Aritmeetiliste avaldiste väärtustamine (instrumenteeritult)

Counter = Int 

eval1 : Expr -> (Int,Counter) 

eval1 (Num i) = (i,0) 
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                      (v1,c1) => case eval1 e2 of 
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                                   (v2,c2) => (v1 * v2 , c1 + c2 + 1)

• Samasugused korduvad mustrid nagu varem: 

• väärtuste tagastamine 

• arvutuste järjestikku käivitamine 

• instrueerimine (loendurile +1 tegemine)
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cCount : Ctr () 
cCount = MkCtr ((), 1)

• Instrumenteeritud arvutuste tüüp

data Ctr a = MkCtr (a,Counter)

Monaad Ctr where 
  return = cReturn 
  bind   = cBind

Counter ei pea olema ainult Int 

Võib parametriseerida suvalise Monoid-iga 

 interface Semigroup ty where 
   (<+>) : ty -> ty -> ty 

 interface Semigroup ty => Monoid ty where 
   neutral : ty 

Saame nn üldise kirjutajamonaadi 
(vt Idrise koodi)   
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• Aritmeetiliste avaldiste väärtustamine (instrumenteeritult)

eval3 : Expr -> Ctr Int 

eval3 (Num i) = return i 

eval3 (e1 :+: e2) = do 
  v1 <- eval3 e1 
  v2 <- eval3 e2 
  count 
  return (v1 + v2) 

eval3 (e1 :-: e2) = do 
  v1 <- eval3 e1 
  v2 <- eval3 e2 
  count 
  return (v1 - v2) 

eval3 (e1 :*: e2) = do 
  v1 <- eval3 e1 
  v2 <- eval3 e2 
  count 
  return (v1 * v2)
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  return (v1 - v2) 

eval3 (e1 :*: e2) = do 
  v1 <- eval3 e1 
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  return (v1 * v2)
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avaldise väärtustamise loendamine
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• Aritmeetiliste avaldiste väärtustamine (instrumenteeritult)

eval3 : Expr -> Ctr Int 

eval3 (Num i) = return i 

eval3 (e1 :+: e2) = do 
  v1 <- eval3 e1 
  v2 <- eval3 e2 
  count 
  return (v1 + v2) 

eval3 (e1 :-: e2) = do 
  v1 <- eval3 e1 
  v2 <- eval3 e2 
  count 
  return (v1 - v2) 

eval3 (e1 :*: e2) = do 
  v1 <- eval3 e1 
  v2 <- eval3 e2 
  count 
  return (v1 * v2)

exp1 : Expr 
exp1 = Num 1 :+: Num 2 

Loeng14c> eval3 exp1 
MkCtr (3, 1) 

exp2 : Expr 
exp2 = Num 2 :*: (Num 4 :-: Num 1) 

Loeng14c> eval3 exp2 
MkCtr (6, 2) 
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• Aritmeetiliste avaldiste väärtustamine (instrumenteeritult)

eval3 : Expr -> Ctr Int 

eval3 (Num i) = return i 

eval3 (e1 :+: e2) = do 
  v1 <- eval3 e1 
  v2 <- eval3 e2 
  count 
  return (v1 + v2) 

eval3 (e1 :-: e2) = do 
  v1 <- eval3 e1 
  v2 <- eval3 e2 
  count 
  return (v1 - v2) 

eval3 (e1 :*: e2) = do 
  v1 <- eval3 e1 
  v2 <- eval3 e2 
  count 
  return (v1 * v2)
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• Aritmeetiliste avaldiste väärtustamine (instrumenteeritult)

eval3 : Expr -> Ctr Int 

eval3 (Num i) = return i 

eval3 (e1 :+: e2) = do 
  v1 <- eval3 e1 
  v2 <- eval3 e2 
  count 
  return (v1 + v2) 

eval3 (e1 :-: e2) = do 
  v1 <- eval3 e1 
  v2 <- eval3 e2 
  count 
  return (v1 - v2) 

eval3 (e1 :*: e2) = do 
  v1 <- eval3 e1 
  v2 <- eval3 e2 
  count 
  return (v1 * v2)

eval4 : Expr -> Ctr Int 

eval4 (Num i) = return i 

eval4 (e1 :+: e2) = do 
  count 
  return (!(eval4 e1) + !(eval4 e2)) 

eval4 (e1 :-: e2) = do 
  count 
  return (!(eval4 e1) - !(eval4 e2)) 

eval4 (e1 :*: e2) = do 
  count 
  return (!(eval4 e1) * !(eval4 e2))



Näide 4:  Avaldiste väärtustamine (!-notatsiooniga)

24

• Aritmeetiliste avaldiste väärtustamine (instrumenteeritult)

eval3 : Expr -> Ctr Int 

eval3 (Num i) = return i 

eval3 (e1 :+: e2) = do 
  v1 <- eval3 e1 
  v2 <- eval3 e2 
  count 
  return (v1 + v2) 

eval3 (e1 :-: e2) = do 
  v1 <- eval3 e1 
  v2 <- eval3 e2 
  count 
  return (v1 - v2) 

eval3 (e1 :*: e2) = do 
  v1 <- eval3 e1 
  v2 <- eval3 e2 
  count 
  return (v1 * v2)

eval4 : Expr -> Ctr Int 

eval4 (Num i) = return i 

eval4 (e1 :+: e2) = do 
  count 
  return (!(eval4 e1) + !(eval4 e2)) 

eval4 (e1 :-: e2) = do 
  count 
  return (!(eval4 e1) - !(eval4 e2)) 

eval4 (e1 :*: e2) = do 
  count 
  return (!(eval4 e1) * !(eval4 e2))

NB: count toimub enne eval4 väljakutseid
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• Aritmeetiliste avaldiste väärtustamine (instrumenteeritult)
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  count 
  return (v1 + v2) 

eval3 (e1 :-: e2) = do 
  v1 <- eval3 e1 
  v2 <- eval3 e2 
  count 
  return (v1 - v2) 

eval3 (e1 :*: e2) = do 
  v1 <- eval3 e1 
  v2 <- eval3 e2 
  count 
  return (v1 * v2)

eval4 : Expr -> Ctr Int 

eval4 (Num i) = return i 

eval4 (e1 :+: e2) = do 
  count 
  return (!(eval4 e1) + !(eval4 e2)) 

eval4 (e1 :-: e2) = do 
  count 
  return (!(eval4 e1) - !(eval4 e2)) 

eval4 (e1 :*: e2) = do 
  count 
  return (!(eval4 e1) * !(eval4 e2))
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• Idrise programmides esinevad muutujad pole muudetavad ega ülekirjutatavad

• Seetõttu ei saa me Idrises järgmisel kujul olevaid programme esitada

int x = 1; 
int y = 2; 
int z = 3; 

int prog(int i, int j) { 
  x = x + i; 
  y = x + j; 
  x = 42; 
  return z 
}
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• Idrise programmides esinevad muutujad pole muudetavad ega ülekirjutatavad

• Seetõttu ei saa me Idrises järgmisel kujul olevaid programme esitada

int x = 1; 
int y = 2; 
int z = 3; 

int prog(int i, int j) { 
  x = x + i; 
  y = x + j; 
  x = 42; 
  return z 
}

• Probleemiks on Idrise funktsioonide puhtus ning mälu mittekasutamine
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• Näitame, et muudetavaid muutujaid saab monaadiga modelleerida

• Selle jaoks vaatleme funktsioonide f : a -> b asemel funktsioone f : a -> St b

St' : Type -> Type 
St' a = State -> (a,State) 

data St : Type -> Type where 
  MkSt : St' a -> St a

data Vars = X | Y | Z 

State : Type 
State = Vars -> Int 

lookup : Vars -> State -> Int 
lookup x s = s x 

update : Vars -> Int -> State -> State 
update x i s y = if x == y then i else s y
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• Näitame, et muudetavaid muutujaid saab monaadiga modelleerida

• Selle jaoks vaatleme funktsioonide f : a -> b asemel funktsioone f : a -> St b

St' : Type -> Type 
St' a = State -> (a,State) 

data St : Type -> Type where 
  MkSt : St' a -> St a

data Vars = X | Y | Z 

State : Type 
State = Vars -> Int 

lookup : Vars -> State -> Int 
lookup x s = s x 

update : Vars -> Int -> State -> State 
update x i s y = if x == y then i else s y

• Funktsioonid f : a -> St b teisendavad algoleku lõppväärtuseks ja lõppolekuks
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St' : Type -> Type 
St' a = State -> (a,State) 

data St : Type -> Type where 
  MkSt : St' a -> St a

sReturn : a -> St a 
sReturn x = MkSt (\ s => (x,s)) 

sBind : St a -> (a -> St b) -> St b 
sBind f g = MkSt (\ s => case f of  
                           MkSt f' => case f' s of 
                                        (x,s') => case g x of 
                                                    MkSt g' => g' s')
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  MkSt : St' a -> St a

sReturn : a -> St a 
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sBind f g = MkSt (\ s => case f of  
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Monaad St where 
  return = sReturn 
  bind   = sBind
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St' : Type -> Type 
St' a = State -> (a,State) 

data St : Type -> Type where 
  MkSt : St' a -> St a

sReturn : a -> St a 
sReturn x = MkSt (\ s => (x,s)) 

sBind : St a -> (a -> St b) -> St b 
sBind f g = MkSt (\ s => case f of  
                           MkSt f' => case f' s of 
                                        (x,s') => case g x of 
                                                    MkSt g' => g' s')

Monaad St where 
  return = sReturn 
  bind   = sBind

State ei pea olema ainult Vars -> Int 

ST' : Type -> Type -> Type 
ST' s a = s -> (a,s) 

data ST : Type -> Type -> Type where 
  MkST : ST' s a -> ST s a 

stReturn : a -> ST s a 
stReturn x = ... 

stBind : ST s a -> (a -> ST s b) -> ST s b 
stBind f g = ...
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sBind f g = MkSt (\ s => case f of  
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Monaad St where 
  return = sReturn 
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St' : Type -> Type 
St' a = State -> (a,State) 

data St : Type -> Type where 
  MkSt : St' a -> St a

sReturn : a -> St a 
sReturn x = MkSt (\ s => (x,s)) 

sBind : St a -> (a -> St b) -> St b 
sBind f g = MkSt (\ s => case f of  
                           MkSt f' => case f' s of 
                                        (x,s') => case g x of 
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St' : Type -> Type 
St' a = State -> (a,State) 

data St : Type -> Type where 
  MkSt : St' a -> St a

sReturn : a -> St a 
sReturn x = MkSt (\ s => (x,s)) 

sBind : St a -> (a -> St b) -> St b 
sBind f g = MkSt (\ s => case f of  
                           MkSt f' => case f' s of 
                                        (x,s') => case g x of 
                                                    MkSt g' => g' s')

prefix 8 ^! 
(^!) : Vars -> St Int 
(^!) x = MkSt (\ s => (lookup x s,s))
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St' : Type -> Type 
St' a = State -> (a,State) 

data St : Type -> Type where 
  MkSt : St' a -> St a

sReturn : a -> St a 
sReturn x = MkSt (\ s => (x,s)) 

sBind : St a -> (a -> St b) -> St b 
sBind f g = MkSt (\ s => case f of  
                           MkSt f' => case f' s of 
                                        (x,s') => case g x of 
                                                    MkSt g' => g' s')

prefix 8 ^! 
(^!) : Vars -> St Int 
(^!) x = MkSt (\ s => (lookup x s,s))

infix 7 ^= 
(^=) : Vars -> Int -> St () 
(^=) x i = MkSt (\ s => ((),update x i s))
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St' : Type -> Type 
St' a = State -> (a,State) 

data St : Type -> Type where 
  MkSt : St' a -> St a

sReturn : a -> St a 
sReturn x = MkSt (\ s => (x,s)) 

sBind : St a -> (a -> St b) -> St b 
sBind f g = MkSt (\ s => case f of  
                           MkSt f' => case f' s of 
                                        (x,s') => case g x of 
                                                    MkSt g' => g' s')

prefix 8 ^! 
(^!) : Vars -> St Int 
(^!) x = MkSt (\ s => (lookup x s,s))

infix 7 ^= 
(^=) : Vars -> Int -> St () 
(^=) x i = MkSt (\ s => ((),update x i s))

Need muutujate lugemise ja kirjutamise operatsioonid 
on spetsiifilised olekumonaadile olekutüübiga Vars -> Int
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int x = 1; 
int y = 2; 
int z = 3; 

int prog(int i, int j) { 
  
  x = x + i; 

  y = x + j; 

  x = 42; 

  return z 
}

• Java programm
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prog1 : Int -> Int -> St Int 

prog1 i j = do 

  x <- ^! X 
  X ^= x + i 

  x' <- ^! X 
  Y ^= x' + j 

  X ^= 42 

  ^! Z

• Java programm do-notatsiooniga
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int x = 1; 
int y = 2; 
int z = 3; 

int prog(int i, int j) { 
  
  x = x + i; 

  y = x + j; 

  x = 42; 

  return z 
}

• Java programm

prog2 : Int -> Int -> St Int 

prog2 i j = do 

  X ^= !(^! X) + i 

  Y ^= !(^! X) + j 

  X ^= 42 

  ^! Z

• Java programm do- ja !-notatsiooniga
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run : St a -> State -> (a,State) 
run (MkSt f) s = f s 

stateToList : State -> List Int 
stateToList s = [s X , s Y , s Z] 

runToList : St a -> State -> (a,List Int) 
runToList f s = let (x,s') = run f s in (x, stateToList s')

• Muudetavate muutujatega programmide jooksutamiseks defineerime run funktsiooni
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run : St a -> State -> (a,State) 
run (MkSt f) s = f s 

stateToList : State -> List Int 
stateToList s = [s X , s Y , s Z] 

runToList : St a -> State -> (a,List Int) 
runToList f s = let (x,s') = run f s in (x, stateToList s')

• Muudetavate muutujatega programmide jooksutamiseks defineerime run funktsiooni

• Näiteks valime oma programmi muutujate algolekuks järgmise oleku

initialState : State 
initialState X = 1 
initialState Y = 2 
initialState Z = 3



initialState : State 
initialState X = 1 
initialState Y = 2 
initialState Z = 3
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prog1 : Int -> Int -> St Int 

prog1 i j = do 

  x <- ^! X 
  X ^= x + i 

  x' <- ^! X 
  Y ^= x' + j 

  X ^= 42 

  ^! Z

• Java programm do-notatsiooniga • Algolek



initialState : State 
initialState X = 1 
initialState Y = 2 
initialState Z = 3

Näide 5:  Muudetavad muutujad (nagu Javas, ...)

32

prog1 : Int -> Int -> St Int 

prog1 i j = do 

  x <- ^! X 
  X ^= x + i 

  x' <- ^! X 
  Y ^= x' + j 

  X ^= 42 

  ^! Z

• Java programm do-notatsiooniga

Loeng14d> run (prog1 4 7) initialState 
(3, update X 42 (update Y 12 (update X 5 initialState))) 

Loeng14d> runToList (prog1 4 7) initialState 
(3, [42, 12, 3]) 

Loeng14d> runToList (prog1 4 7) (\ _ => 0)                     
(0, [42, 11, 0])

• Algolek
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• Puhtad funktsioonid on samuti näide monaadilistest arvutustest!
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data Id a = MkId a 

iReturn : a -> Id a 
iReturn x = MkId x 

iBind : Id a -> (a -> Id b) -> Id b 
iBind (MkId x') f = f x' 

Monaad Id where 
  return = iReturn 
  bind   = iBind

• Puhtad funktsioonid on samuti näide monaadilistest arvutustest!
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pureprog : Int -> Id Int -> Id Int 

pureprog x y = 
  return (x * !y + 7)
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iReturn x = MkId x 
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iBind (MkId x') f = f x' 

Monaad Id where 
  return = iReturn 
  bind   = iBind

• Puhtad funktsioonid on samuti näide monaadilistest arvutustest!

• Id a on isomorfne tüübiga a

i : Id a -> a 
i (MkId x) = x

j : a -> Id a 
j x = MkId x

pureprog : Int -> Id Int -> Id Int 

pureprog x y = 
  return (x * !y + 7)
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data Id a = MkId a 

iReturn : a -> Id a 
iReturn x = MkId x 

iBind : Id a -> (a -> Id b) -> Id b 
iBind (MkId x') f = f x' 

Monaad Id where 
  return = iReturn 
  bind   = iBind

• Puhtad funktsioonid on samuti näide monaadilistest arvutustest!

• Id a on isomorfne tüübiga a

i : Id a -> a 
i (MkId x) = x

j : a -> Id a 
j x = MkId x

pureprog : Int -> Id Int -> Id Int 

pureprog x y = 
  return (x * !y + 7)

ij : (x : a) -> i (j x) = x 
ij x = Refl 

ji : (x : Id a) -> j (i x) = x 
ji (MkId x) = Refl



Kokkuvõtteks

34



Kokkuvõtteks

34

• Monaad = järjestikuste, kõrvalefekte sisaldavate programmide abstraktsioon  



Kokkuvõtteks

34

• Monaad = järjestikuste, kõrvalefekte sisaldavate programmide abstraktsioon  

monaadid  (f : Nat -> m Bool)

• Palju näiteid 

• puhtad funktsioonid (f : Nat -> Id Bool)

• sisend-väljund (f : Nat -> IO Bool)

• erandid (f : Nat -> Option Bool)

• mälu kasutus (f : Nat -> St Bool)

• mittedeterminism (f : Nat -> List Bool)

• tõenäosused (f : Nat -> Dist Bool)

• termipuud (f : Nat -> Term Bool)
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Vastus: Loogika arvutiteaduses (LTAT.03.021) kevadsemestril
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